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第 1 章 はじめに

質量分析法は物質をイオン化し，生成されたイオンをその質量に応じて

分離をし，分離されたイオンを検出するという過程を経て得られたデータ

をもとに分析を行う手法である。つまり質量分析はイオン化，質量分離，

検出という3つの柱からなっている。このうち，質量分離はイオン源で作

られたイオンを電磁気的な力，具体的にはイオンが電場や磁場の中を通る

ときに受ける力を利用することによって質量ごとに分ける，あるいは望み

の質量を持ったイオンだけを取り出すという質量分析の中核を成すもので

ある。

最近のイオン化の技術の向上により高質量の物質や微量の生体関連物質

が質量分析法で扱えるようになったため，医学，生理学など広範な分野に
おいて活用されている。したがって質量分離の過程でも高透過性，高分解

能，高感度といったより高い性能が要求される。

質量分離を行う装置として磁場型，飛行時間型(time of flight) ,  Qマス
フイルター，フーリエ変換サイクロトロン共鳴型装置などがある。このう

ち最も主要に使われているのは磁場型の装置である。この方法は扇型

( sector )の磁場の強さを掃引することにより検出器に到達できるイオンの

質量が変化することを利用した方法である。今回の論文では磁場型の質量

分析計に関する問題を取りあげることにする。

質量分離の方法が発展していくうえで要になっているのは電磁場中のイ

オン軌道の計算法の開発であることはいうまでもない。磁場型の質量分析

計の発展の歴史をごく簡単にふりかえる。まず半円形(180度)の磁場を利

用した質量分析が1918年,  Dempsterによって報告された。その後，小型化
や方向収束などを実現するためにさまざまな試みがなされ，60度（1940年，

Nier),  90度(1960年,  Davis and Vanderslice)の磁場を使った質量分析計

が報告された。一方，方向収束とともにエネルギー収束も可能な磁場と電

場を使った二重収束質量分析器がMattauchとHerzogによって開発された
(1934年)。これ以後磁場と電場の組み合わせの改良などが行われ，質量分

離の性能は向上し，高質量域も測定対象となった。
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このような性能向上を支えてきたのは質量分析計に対するイオン光学的

な特性評価(分解能，透過性，感度)である。評価するのに重要なのは質量
分析計がどれだけイオンを収束できるかおよび収差をもたらすのかという

ことを知ることである。収束性や収差を求めるのにもっとも有効であると

考えられるのはイオン光学系のパラメータの値を元にしてイオンの軌道を

計算することである。

初期の計算は幾何光学をもとに方向の広がったイオンビームの収束とい

う概念を入れずに電場と磁場を組み合わせただけであった。しかし近似の

精度を上げるため努力された。その結果磁場と電場それぞれに2次の計算

がなされた。ついで水平方向(扇の半径方向)のイオン軌道の収差を補正す

るため3次の計算がなされた[1-3] ｡また重畳場の計算をするために磁場と
電場をあわせて計算する方法が考案され2次 [ 4 ] ’ 3次の計算が行われた。

1 976年には軌道計算を行うコンピュータプログラムTRIO (nlird OZder
lon gptics)が松尾らによって開発された[5]。
しかしイオン光学系の性能に与える影響が水平方向に比べて小さいこと

から垂直方向の計算は2次近似までであった。だが高感度分析をするには

垂直方向の収束性を満足させる必要がある。したがって垂直方向について

もより細かい評価をするために高次の計算が要求される。

そこで今回は，このような要求を満たすため垂直方向についても3次近
似までの計算をしたので[6]第2章で述べる。

一方，前述したD empsterの半円型のイオン光学系の場合を除き，イオン
は必ず場の端の領域を通る。しかし第2章の計算はあるところで急に電場

や磁場が現れるものとして計算したものである（理想場)。しかし実際には

場のない領域とある領域の間に連続的に場の大きさが変化していく領域

(端縁場)が存在する。現実の場でイオン軌道の計算をし，イオン光学系の

特性を評価するためには端縁場の影響は無視できない。このため磁場や電

場における端縁場の影響の計算を2次近似でWo l l n i kらによって，さらに3

次近似で松田らによってなされた[7 -9 ]。また重畳場の端縁場については2

次近似で仲伏らによって行われている[10]｡

そこで今回は重畳場を含んだイオン光学系の計算ができるように第3章
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で重畳場の端縁場の2次近似計算を[10]とは異なる方法で求める。

最後に第4章で簡単なイオン光学系の実例にもとづく計算を行い，結果

を検討する。
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第2章重畳場中の荷電粒子の軌道計算

2-1 座標系

まず標準となる荷電粒子について考える。この粒子の質量，電荷，運動

エネルギーはそれぞれ"o,  e0,  [ﾉbとし，考える場の中で曲率半径poの軌道
を描くとする。この軌道を中心軌道と呼ぶことにする。中心軌道の形状は

場の無い空間（自由空間)では直線(この場合はpo= mとなる特別なケースで
ある），電場や磁場中では円弧である。

任意の荷電粒子の軌道は中心軌道にくらべて大きくは違っていないと仮

定し，中心軌道との差として計算をする。図2-'のように中心軌道に沿っ
てz軸を取り，水平方向と垂直方向にそれぞれx軸,y軸をとる。
すると任意軌道はzを中心軌道上のある地点とするとx(z), y(z)で表され

る。またこの荷電粒子の運動方向の角度を図2-2で定義されるα(z) , 6(z )で

表す。このときxとα,yとβの関係は次のようになる。

=|| '+-L Itanq,I ）Xpo =| 1+-LItan（ 6

→

(2-1)

へ
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図2-1：曲線座標系
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図2-2:角度の定義(vは速度）
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2 - 2 電磁場の表現

電場，磁場の大きさはともに中心面(x- z面）に関して対称で中心軌道方
向(z)には依存しないと仮定する。このとき中心面での電場，磁場の成分
は次のように定義することができる。

Ex(x,0)= Eb(h｡ +A!x+i2x2 +A3x3 +…） （2-2）
By(x,0)=B｡(IL｡ +ILix+lL2x2 +IL3x3 +…）
入jやuiはそれぞれ電場，磁場の形状に依存する値,Eb,  Boは定数である。
図2-3のような場に対してん,ILjは表2-1の値を取る｡
E(x, y), B(x, y)に対応するスカラーポテンシャル●(x, y),ベクトルポテ
ンシャルA(x, y)の各成分を次のように仮定する。(yの奇数次の項は対称性
により0となる）

帷,y)=-Eb喜擶がj = -Eb ("｡｡｡ + ｡,｡｡x + 4 "2,0x'時･0,2y2半…）
Az(x, y) =-島喜, !=) ! fBb(-'".非伽』≠…）
Ax(y,z)=0, 4(x,z)=0

電荷が存在しないときのMaxwe l lの方程式が満たすべき条件

州亦l , *,, :{(w,艸等0}"
"| "N- ,芸順‘等,f;"警帯-¥)- ｡
および場とポテンシャルの間の関係式

" f J f : : 0 )
"伽1-"帥小際-赤晶hA:' .1
からル,｜Ljとαj,2/ ,  6i"の間の関係式を導き,ｽｶﾗｰポﾃﾝｼｬﾙ●,ベｸ

一

(2-3）

(2-4）
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トルポテンシャルAを求めると4次までの近似でつぎのようになる。(E , B

を3次まで求めるため）

､ (X, y) = -Eb {h0X + ",X2 - J(A! + h｡h0)y2 + "2X,
-J(2A2 + h｡h! - /z;A0 )xy2 + H3x4 - J(3A3 + /z0A2 -ﾉｲｽ､"0)x2y'    (2-6)
+*(6h3 +4hoi2 -"! +/i)L0)y4}

Ax(y,z)=0, 4(x,z)=0
Az (X, y) = -Bb {lloX + ;(IL1 - holLo)X2 - 211,y2 + :(2IL2 - holl1 + 3/fllo )X'

-,,2xy2 +t(3''3 -ﾉioU2 + 2/ill1 - 6/ilL0)X4 - :IL3X2y'
+*(6113 + 2/ioll2 - hilL')y4}-

ただしル0=1/poである。以下の式ではpoの代わりにlioを主に用いることに
する。

電場，磁場は(2-6)，（2-7)を代入することによって

且--雲,愚§
と求められる。

̅

二＝ 且 ＝＝ ,By ＝＝ ーゞ 当冬{(' + 4x)Az }
1+hox

(2-7）

rg{(, +
3 x

(2-8）

7

弘
可９

帥
一
助



表2-1 :hi,    ILjの例
(c,,  c2,  c3はいずれもトロイダル電場の特徴を表す定数）

円筒電場 トロイダル電場

r し

一

均一磁場

図2-3：さまざまな場

8

ー

一

円筒電場 トロイダル電場 均 一 磁 場 トロイダル電場
十均一磁場

入0 1 1 0 1

入， -1/po -('+c,)/p, 0 -('+c,)/pO
入2 '/p： ('+c‘+fcf-とc2)／p； 0 ('+Cl+;Cf-とC2）／p：
入3 -1/p： -{6('+c,)+Cf(3+c,）

-3c2('+c‘)+c3}/(6p:）
0 -{6(' +cI) +cf(3 +c,)

-3c2('+c,) +c3}/(6p:)
ﾄ10 0 0 1 1

u， 0 0 0 0

u2 0 0 0 0

u3 0 0 0 0



2 -3 運動方程式の導出

任意の荷電粒子の質量，電荷，，=0の場所での運動エネルギーをそれぞ
れ加,e,  Uとすると相対論的な影響を考盧したエネルギー保存則は次のよ
うに表される。

2
ノ〃C

:+el(x,y) ="'c2 +U
イ1 - (IYc)2

二 回

この式から運動量pを求めると

p=7
" Z V

1 - (y/c)2

光学で光の道筋を求めるのに使われるフェルマーの変分原理

16 " d s = 0

｛U(U+ 2,"c2)2
C

= ＝

(ただし〃は屈折率,dsは進路方向の線要素）

をイオン光学に適用する。

へ

ル

"=p+eA ･ r, d s =

）（）” “1 一 一
2U + 2 " z c U

(ただしrは進路方向に沿った単位ベクトル, x'=dx/dz, y'=dy/dz)と(2- 10)
を(2-11)に代入すると次のように表される。

61Fdz =0

イx'2 + y'2 + (1 + h｡x)

ただし

(2-9）

F(x, y, x', y') =

dZ

(2- 10)

L X fi )” e ll - 1 一 一
〔ﾉ＋2"zc2 U

変分則(2-13)をオイラー・ラグランジュ方程式で書き表すと

鵲1-要=，鵲1-芸=，

｛十 U(U+ 2ﾉれC2)

(2-11)

2
C

EAz(1 + h｡x)

J兀'2 +y'2+('+/W

(2-12）

(2-13)

9
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一

この解を3次近似で求めるためにはFは4次まで計算する必要がある。

(2-6)，（2-7)を(2-14)に代入すると次のようにまとめられる。

F=Fb +Ex+FIxx2 +Ii"y2 +FIfx,x'2 +F),y,y'2+FXzxx3 +FXyyxy2 +Fl"篭,XX"2
+fIy,y,Xy'2 +FzxmxX4 +FXxyyX2y2 +Rx"鷺,x2x'2 + FM,x2y'2 + Fl"yy4
+F力屡《x,y2x'2 + li,yy,y2y'2 +脇鷺従,x'4 + FIkyy,x'2y'2 + F)yyｼ,y' 4

Fの各係数は次のように与えられる。

Fxx": = -[("3 +;h｡A2)IV+f{("2 +/'0)L!)h0"2 +洲Ⅳ2 +(:i, +h｡h｡)脇ﾉVヨ
＋魂Ⅳ4}/e2 +洲Ⅳ4/e4 +t(IL3 +JI｡IL2)M]

恥= f[3(A3 + h｡h2)N+f{(4A2 +5i,)i｡lV2 +AMIV2 +3(h! + /I｡入｡)脇jv3 }/e』
+(3IL3 +2h｡'L2)M]

E無x壁,=含{〃;-(瓠!-い0)Ⅳ-洲Ⅳ2/e2 }
偽γ=当{吋一い｣-h0ho)jV_洲Ⅳ2/e2 }

弓"=f[_(ん+号〃0入2-:h;入‘+糊入0)Ⅳ_州十2ﾉ'｡)LI)L｡ +""jvz/e'
-(IL3 +;"0I12 -WIL!)M]

4”《x, = t(A, +h｡i｡)ﾉV,喝"γ=:(入, +l,｡h｡)N
F,,,,=-;,  l,y,=一:,  4yy,y, =-;x x x x

こ こ で

E=1半当, N=_&
" Z C U

ツ

E + 1

(2-16）

(2-17）

(2-18)

E2+抑2+ﾉm｡''! )M}
M}

雌=烏忘
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である。

(2- 16)を(2-15)に代入すると運動方程式は次のように表せる。

x"-2尾苑=E +3Exxx2+Eyyy2 -尾上'2+2琢")+E",y'2 +411悪寧X3
＋2凡yyxy2 -2児撫,(x2x" +極'2 ) + 2E",,,xy'2 - 12Eix",x'2x' 2 〃

-24弾輝,(y2x" + 2xｼ') - 2IWx"'(2x胸"+ y'2x")

y''-24yy = 2Eyyxy - 21Iyｼ,(xｼ'+xy'') + 21I"yx2y + 41;yyyy'
-2ExL2y" + 2xxγ')+2恥鷺,yx'2 -24"y(刀'2 + y2y")
-2IMy, (2xfy'x" + x'2y'') - 124γy'y'y ̅y′ 2 〃

任意の粒子に関してこれらの方程式を解くために

型＝些(1+γ),且＝且(1+6）
e e O e e O

と定義される微小量γ’6を導入する。γ’6はそれぞれ中心軌道を通る粒子
に対する質量，運動エネルギーの差である。
これを(2-18)に代入すると3次近似で

e= e｡ +(e0 -1)(6-Y-Y6+Y2 +Y26-Y3)

N=卿ﾙ(畷｡郡1前塵:)6+2(eo ̅ ')州農0 -')2Y6+e｡(制．EO(1 + 60)'

4(e｡ - l)Y3 + 6(e｡ - 1)'Y26 t 3(s, 5 1)3y62 + (e; + 6e: + 1)63}e｡(' + E｡)]

"=&綱{'-卿令3Y2 + 2(2e｡ - '12州塗:≠')6&2(1 + E｡)ユ

5γ3 + 3(360 - 2)Y26 + ､2f: - 2:! + ')y62 + eo(2e: * 3)63 }2(1 + e｡ )'

eo Ebeo80 =1+-LL2，ノle== U｡(1 + e｡ノ”OC イ",｡Ub(1 + 80)

(2- 19)

(2-20）

(2-21）

(2-22）

(2-23）eoBo

r 里

r 里

こ こ で

1，ﾉZm ==_
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EOは相対論的効果の補正項で,  Eo=1は相対論的な影響を無視することに相
当する。

/ie,    /zmはそれぞれ電場，磁場のみが存在するときの中心軌道の半径の逆
数で，中心軌道を通る荷電粒子の受けるローレンツカと遠心力のつりあい

〃｡"m｡v; = ev｡Bb + eEb =ﾉ'm'"｡V; + /'e"'｡V;

(voは中心軌道を通る荷電粒子の速度）よ
/zoとの間には次の関係式が成り立つ。

ﾉ'0 =hei0+ﾉimlLO

(2-22)，（2-23)を(2-17)に代入すると(2-19)，（2-20)はそれぞれ

と書き直される。

k禰，にyは次の式で表される定数で

ﾙｪ＝2ﾉ2汎十〃汎/e: + l,ei, + 311e/Imiollo +〃綱十hm似｜
ﾙｼｰｰﾙ汎-ん瞳入l+ﾉZe/ZmiOILO - /Zmll,

値が正のときは収束，負のときは発散の効果をもたらす。

DY,  D6…は長い表記となるのでここでは省略する。
Appendix lに示されている。

(2-24）

(2-25）

(2-26）

(2-27）

(2-28）

その一部は[6 ]の

り重畳場での中心軌道半径の逆数

全
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2 - 4 運動方程式の解

2-3で導出した方程式を解く方法としてラプラス変換法と係数比較法の2

種類がある。両者の方法は共に1次を出発点に2次，3次……と1つ高い次数

の解を順に求めていく逐次近似法である。

2-4 -1 係数比較法

(1)  1次近似

方程式(2-26)，（2-27)の1次項だけを取り出すと

kx>0, kj>0とすると(2-29)の解を次のように仮定できる。

x = A｣ Sin(､/ZZ)+Bi cos(､/ZZ)+CI
（2-30）

y = A2 Sin(､/Z2)+B2c｡s(凋遍)+ch
初期条件はZ=0でx=Xo, X'=X6, y=yo, y'=y6とする。これを(2-29)の左辺に
代入するとそれぞれ

_km {A, sin (､/ZZ) + BI c｡s (")} + km{A｣ sin(") + a c｡s(") + Ci }
=kxcI

_k,{Amsin(､/EZ)+B2c｡s(")}+k,{A2sin(")+B､/ryZ)+Ch}  (2-31)
=kych

これを(2-29)の右辺と比較すると

q=pwI"" cM-｡ （2-32）

(2-30)およびその微分したものにZ=0を代入すると初期条件から

Al=舟い0-叩苦塑鎚-蓋ﾑ=yo
13
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(2-33）
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よ っ て

剛-持瞳岬,,"職押-("岬加I群1、
また導関数はそれぞれ

喝やﾊｼが負のときも三角関数の代わりに双曲線関数を用いること
同様の結果が得られ，1次近似解は次のようにまとめられる。

灘,-い,ゞ 刎刈迄Qい(迄写)‘
xf=(-ﾙｴSx)xO +Cx"6 +"態γ+尾Sx･6

S", Cx,Sy,c)の定義を表2-2に示す。

に よ っ て

(2-36）

幻 里

- 巳
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方程式(2-26)，（2-27)の2次項まで取った式

x''+kxx = DYY+q6+Dxxx2 +Dryxy+Dx6x6+qyy2 +恥,X'2 +且yy'2
+DYYY2+DY6Y6+4662                                        (2-38)

y''+kjy = D"xy+DyYyy+py6y6+D犀yxy
の右辺に(1)で求めた1次解(2-36), (2-37)を代入し,2次より高い次数の項
を無視すると運動方程式は次のように定義されるG行列を使ってまとめら

xf+いⅢ=ZZ"麺"緬G("鞠|"燕Ⅲ）
腕xロ加xﾛ

三G(xxll)x2 + G(xxlSx )Sx x2 +…+ G(xxlCxz)Cxzx2
+G(xx｣r' + G(xx'|Sx )Sx xx' +…+ G(xx'|Cxz)Cxzxx'
＋・・・・・・・・・・・・・・･・・・・・・・・・・・･・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

+G(y'y'|1)y'2 + G(y'y'|Sx )Sx y'2 +…+ G(yｼ'| C"z)CKzy'2
yf+hjyn =ZZ"',皿",m G(",, 1",,' )

腕yロ〃yロ

= G(xylSy)Syxy + G(xylC))C>xy +…+ G(xylCjz)C)zxy
+G(Jry'|S))Syxy' + G(xy'IC>)Cj xy' +…+ G(xy'|Cjz)C)zxy'
＋・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

+G(6y'|4)46y' + G(b'|q)q6y' +…+ G(6y'|Cyz)Cjz6y'
mxm'  "x1I '  myI, '  "ynは次のような値を取りうる。

加難, =',Sr, c",S:,Szc",Si,Syc), z,Sxz, cKz
〃蕊n =xx, xx', xY, x6, xfx', x4Y, x'6,γγ, Y6, 66,刀, yy', y'y'
myn =Sy,c),SxSy,CxCy,Sxc),Cxs),Syz,c)z
"yn = xy, xy', xly, xｼ', Yy, Yy', 6y, 6y'

2次のG行列の表式は[6]のAppendix 4に掲載されている。
これを解くために運動方程式(2-39)，（2-40)の解をH行列そ

一

(2-39）

(2-40）

(2-41）

て次式のよ

( 2 ) 2 次 近 似

れる。

(2-40)の解をH行列を使つ
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うに仮定する。

xⅢ=ヱヱ"知"麺H("麺|加襲,)
"ZXp 〃Xn

= H(XXll)X2 + H(XXlSz )Sx X2 +…+ H(xxlCuz)CKzx2
+H(xx'|1)xx' + H(xx'|4 )4 xx' +…+ H(xx'|Cxz)Ckzxx'
＋・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

+H(力'|')y'2 + H(yｼ'ISz)Sxy'2 +…+H(力'lCxz) Cxzy'2

yⅢ＝E亘加yn "yn H|"加myⅢ（ ）
"Zyロ 〃)伽

= H(xyls>)Syxy + H(xylcj)cyxy +…+ H(xylcjz)cjzxy
+H(xy'|Sy )Syxy' + H(xy'|C> )Cjxy' +…+H物'Icyz)cjzxy'
＋・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・･・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

+H(6y'ISj )Sj6y' + H(6y'IC) )Cj6y' +…+ H(6y'ICjz)Cjz6y'

これを左辺に代入し，両辺それぞれの全ての"，蕪ﾛ,"jrnや"tym'
較するといくつかの式ができるのでこれらを連立方程式と

列はG行列の関数として求められる。2次のH行列の表式ば

5に掲載されている。

(2-42）

2次のH行列の表式は[6]のApp endix

(2-43）

"ynの係数を比
して解けばH行
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(2)と同様に方程式(2-26)，（2-27)の右辺に1，2次近似解(2-36)+(2-42)，

(2-37)+(2-43)をそれぞれ代入し，3次の項まで取ると

（ ）xf+い皿=ヱヱ"’璽皿"璽皿G 〃xⅡ， 加xm
"Xm"Xm

= G(xxxll)x3 + G(JI:xxlSx)Szx3 +…+G(xxxlcrz2)ckz2x'
+G(態態茄'|1)x2苑'+ G(xxx'ISx)SKx2苑'+…+ G(xxx'|CxZ2)CrZ2x2x'
＋・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・。・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

+ G(6力'|1)6y'2 + G(6y'y'IS" )Sx 6y'2 +…+G(6y'y'|cxz2)c:z26y'‘

yfi + kj),in = Z Z "',""," G"'," )
my皿刀加

= G()WlSy)Syy3 + G()WIC>)Cjy3 +…+ G(yyylqZ2)CjZ2y]
+G(y刀'|S))Sjy2y' + G()D'y'|C))Cyy2y' +…+G(”'|qz2 )cjz2 y2y'
十・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・．・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

+G(66y'|Sy )Sy 62y' + G(66y'|C) )C) 62y' +…+ G(66y'|CjZ2 )CjZ2 62y'

“皿，〃態n1l  "tym7〃ynlの取りうる値は

'"xm =',Sx, Cz,S:,Sxc",Si,s>c),z,Szz,czz,SH,Sicx,SxSi, cxSi,SxSyCy,
. ｡ ー

cAc), Siz, Sxcxz, S;z, Sycjz, Szz2, crz"
"xn! = xxx, xxx', xxY, xx6, xxfx', xx4Y, xx'6, xγγ, xY61 x661 xfxfx'' xfx"Y,    (2-46)

x《x'6,x"YY,x"Y6,x'66,γγγ,γγ6, Y66, 666, xyy, xyy', xy'y', xIyy,
x'W', xfy'y',γ刀,γ刀',γy'y', 6yy , 6yy', 6y'y'

"'ym! =s), c),sxSy, CKc),Sxc), CxSy,sjz, c)z,S;c),S;,SISy,Sfcy,
SxCxSy,SxCzC),SxSyZ,CxqZ,SxCyZ,CxSyZ,SyZ2,CyZ2

").II! = )yy , yyy', yy'y', y'yｼ', xXy, XXy',趣シ,XXｼ', xYy, xYy', x6y, x6y',
x(xly, x範’'9X'γy, x4yy', x'6y, x'6y',γγy,YYy', y6y, Y6y', 66y, 66y'

(2-45）

(2-47）

( 3 ) 3 次 近 似

一

へ

(2-44）
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3次のG行列の具体的な表式は[6]のAppendix 6に掲載されている。
運動方程式の解の仮定式を

（ ）XIII =ヱヱmxm"灘1pH"蕊Ⅲ "Zxm
mxm "xm

= H(xxxl')x3 + H(xxxISK )S羅蒐3+…+H(xxxlcxz2)cxz2x'
+H(xxx'l')x2x' + H(xxx'ISx )Sx x2x' +…+ H(xxx'|cxz2)cxz2x2x'
＋･・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・･・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

+H(6yｼ'l')6y'2 + H(6力'|Sr)Sx6y'2 +…+ H(6yｼ'にz2)c"z26y'』

y,n = ZZ,","",m"(*,")
"Zym〃加

= H()O,ylS))Syy3 +H()WlC))Cjy3 +…+ H(y)@'|C)Z2 )CjZ2 yヨ
+H(”'|Sj)Sjy2y' + H()OO''|Cj)Cjy2y' +…+ H(yyy'ICjZ2 )CjZ2 y2y'
十・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・.・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

+H(66y'偶)Sy62y' + H(66y'|C) )Cj62y' +…+ H(66y'ICjZ2 )CjZ2 62y'

と置くと（2）と同様,H行列とG行列の関係から3次の解が得られる。3次の

H行列の具体的な表式は[6]のAppendix 7に掲載されている。

(2-48）

表2-2:S", Cr, Sy, Cyの定義

(2-49）

18
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k藤，＄が正の場合 k薦，Aｼが負の場合

S〃
sin(､/犀）
侭

si血(､/二rFz）
､/=X了

C” cos(､/原） cosh(RTご）

Sv
（岬）s1n

侭
（F7こ）sinh

F r

9 （岬）COS （､R7こ）cosh



2 -4 -2 ラプラス変換法

方程式(2-26)，（2-27)を解く方法としてラプラス変換と呼ばれる次の関
数変換式を使う方法がある。

｣ [/(i)] = Ir e-:' f(r) d' （2-50）

｣-' [J [/(')]] = /(')
係数比較法では得られた解を方程式の右辺に代入して両辺を比較すること

によって1つ高い次数の解を求めていたが，ラプラス変換法では両辺の係

数を比較する代わりに両辺をラプラス変換する。

例として3次のxを求める場合を挙げる。

r｣[x] = （2-51）e s̅' x dr = X(s)

とすると

r ]; +'1/』[x'']＝ 。 "̅x"d‘=[e̅ "灘'];+‘。 "̅薊'dr （2-52）

r e-'' x d' = s2X(s) - (sx｡ + x6 )= -x6 + s [e-,' x]; + s'
なので2次解を方程式(2-26)の右辺に代入し，両辺をラプラス変換すると

S2X(s) - (SX0 + X6) + kXX(S) = S-｣似γ+D65)+ZDIj｣M+ZQjk｣[xixjxk] (2-53)
j , ノ j , / , 比

こ こ で

Qjxixj = {Dxxx2 , DxvxY, Dx8x6 ,……ハ566}
Qjk xixj蕊k ={D廐率x3 , DxxYx2Y, Dxx6x26 ,……｡ D66663}
をそれぞれ意味する。（2-53)からX(s)を求めると

x(s) = sfo +jr6+"+叩二旦非ixjl Z Qjk｣[xx,i:J+j･ﾉ,AI(;2 +X)+ " s2 +kX sz +As2 +kX K

。

I

へ

二
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よって(2-26)の3次解は逆ラプラス変換を行って

x(z) = dZ-'[x(s)]

と求められる。3次のyや2次の解も同様にして求めることができる。

2 -5 マトリクス表示

荷電粒子の軌道を数値的に計算するためには方程式の解をマトリクス表

示で表すと便利である。2-4 ,

1次解

x, = Cr･xo +qr･x6〃芝Cx)Y +
=XiXo +Xk,X6 +XW+XS6

xf=(-た〃x｡ +Cx･x6+DYSx･Y+24.6
=xfx｡ +XX,x6 +XWγ+xI6

輪=皿等"麺〃（ ）〃xⅡ "Zxll
mXn 〃X、

(2-58）

(2-59）

(2-60）

(2-56）

(2-57）

(2-61）

(2-62）

2-4で得られた結果をまとめて示すと

4('- CK)6

2次解

= L

へ

kX

６〃〈
Ｕ

ｘｅ

Ｏｘ
Ｘ＋γノ 、

〕

ＸγＸ
皿
０
＋
ｙ
ｒ

ｙ〃

稀
 
為

惚
 
十

選
 
汎
十
ｙ″

Ａ
 
甥
潔
十
選
淵ｙ

ｗ
ｘ
〃
恥
十

瑚
聯

報
知
 
十

和
 
浦

〃鴎
玲
十
十

２
 
０
 
２

Ｘ
 
Ｖ
Ｏ

路
均
三
十

６〃《
Ｕ

Ｘ６〃ｘ＋ノ
（
Ｕ
ヤ
ー

Ｘ
勺
，
 
２

悪
 
児γ

紺
野
Ｘ
＋

”Ｘ
ノ
ハ
Ｕ

延
 
恥
別

初
期〃

評
 
十
延
兎ｙ

肘
ｘ
〃
功
十

蝋
聯

報
知
十

和
 
浦

″蝿
玲
十
十

２
 
０
 
２

Ｘ
 
Ｖ
’

塊
期

一
一
 
十

〃
 
ｎ
Ｕ
ｗ
ノ
ノ
ハ
Ｕ

。
 
ｖ
ソ

瑚
吟
０
＋
γ
殉
９
 
３

一
一
一
一

Ｉｙ

ノ
 
ｎ
Ｕ
ｙｑ＋

ノ
０

肌
恥

４
 
＋
４
乃
卜
 
噂

一
一
一
一

ノ
ワ
ーｙ

１
Ｘ

Ⅱ

為

Ｘ
ｍ

Ⅱ

＋

ｘ
〃

／
 
、
）

ノ
ー
Ⅱ
１
、

Ｘ

Ｈ

Ｏｘ

ｘ
Ⅱ

〃鴎

〃
ＩＩＸｍ

 
十

、
姑
馴

一
一
 
一
一

ＩＩ
Ｘ



ｊ５６』
２１

６ノハ
Ｕ

Ｘ

２

０
Ｊ
 
０

ｘ
 
Ｖ
ゾ

６
３ｃ
〈
Ｕ
ク
ハ
Ｕ

〃

な

６
Ｘ

Ｘ

″

５
ｙ

細
細
恥
Ｘ
派

γ＋
《
Ｏ

ｘ

６
２

〃

伊
均
糾
刎
為

０

ｙ
〃

塊
粁
蝋
〃
為
十
″ 
〃
 
、
Ｕ

佛
祁
向
Ｘ
町

〃
刀
Ｖ
プ０

２
Ｘ

〃
ｘ

＋

〃

０

恥
恥

無
 
Ｘ
ｘ

２
０ｙ

塊
綴
斗
 
哺
 
＋
妙
恕
加

十
 
Ｘ
γ
 
ｘ
 
６

″

恥

ｃ
Ｏ
 
鷺
ｙ

従

十
 
期

２
０

ｘ

群
Ｘ
 
＋
 
派
 
十

Ｘ
立
坪
 
２

＋
Ｃ
Ｏ
〃
０
痴
吋

Ｇ
Ｏ

Ｏ
Ｘ

ク

ャ
’ｘ為

吻
帆
吻

２
０
 
６

ｙ

Ｘ

１
１

為

Ⅱ
ｘ

ｍ

ｍ
 
＋
 
軒
 
６

０
 
ノ
 
０

〃
０
γ
 
抵
伽
ｙ
ｙ

ｘ
 
Ｏ
Ｏ

〃
Ｖ
ゾ
Ｏ
Ｘ

Ｘ
 
Ｘ

稲
Ⅸ

ＩＨ
 
刀
〃

２
０

恥

ｘ

Ｘ
〆
悪

恥

皿

〃恥

ｘ
〃

＋
十
十

ｍｚ
舛
馴
馴
州
瓢
沖

２

磁

十
 
２

０
Ｖ
ソ

＋
十
十
＋

一
一
一
一

ⅢＸ

ｊ６６−２く

６／ｎ
Ｕ

Ｘ

Ｏ
２

ノ
 
、
〉

Ｘ

Ｖ
プ

６
３

／
 
江
。
〈
Ｕ
 
ノ
ハ
リ

″

６
Ｘ

Ｘ
 
ｙ６

細
戦
叫
翼
好

″〃
ｖ
ノ

Ｘ
 
＋
Ｃ
Ｏ

６
２

〃

轆
恥
柳
〃
恥
期

０
，
ｙ

蝿
好
餌
，
和
十
〃
 
ノ
 
ハ
Ｕ

併
符
商
選
句”似

２
Ｘ

〃
ｘ

＋

″

０

〃
珈

恥

Ｘ
〃
 
ｘ

”Ｘ
 
Ｘ

拶
刈
 
Ｘ

黙
紺
斗
 
巧
十
伽
裡
九

十
 
ｘ
 
γ
 
翼
Ｃ
Ｏ

〃

聯

６

〃
ｘ〃
ｘ
 
Ｖ
ヅ
十
 
期

２
０ｘ
ノ
 
ｘ

６
Ｘ
 
＋
 
蹄
 
十

蝿
坪
 
２

＋
 
Ｃ
Ｏ
 
／
０
恥
 
巫
０

６

ヶ
 
ｗ

Ｏ
兀

″

１
Ｖ
，
 
Ｘ

懸
鶏
恥
叫
聯

Ⅲ
２
０
６
ｙ

Ｘ
加

恥十
 
軒
 
齢
／
兆
 
十

ｍＸ
〃

０
 
／
 
０

〃
０
Ｗ
 
潮
 ｙ
 ｙ

ｉＨ

Ｏ
Ｏ

Ｘ
 
Ｘ
Ｖ
ソ

稲
〆

ＩⅡ
 
２
０

γ

灘
聯

ｘ

Ｘ

″

刃
苑

〃

聯

″脇

Ⅱ刀
２
十
＋

Ｉ

＋

、

測
瑚
兎
 
諦

．

１
ｑ
 
＋
 
２
２

０
Ｖ
ソ

面
う
今
埼
《
穀
如
 
ｘ

恥
い
い
ｙ
ｙ

蝋
埼

で
今
恥
一
一
一
一
 
十
十
十
十

０ｙ
ノ
ハ
Ｕ

Ｘ

Ｏ

Ｏ

Ｏ
ｙ
 ｙ

Ｘ
２
〃
ｙ
ノ
０
 
２

Ｌ
 
Ｘ
γ

＋
恥
州

〃
凡
十
〃
０

？
←
（
Ｕ
ノ
ハ
Ｕ
 
ｗ
γ
プ

パ
 
句
 
縄

。
 
Ｏ
Ｘ

Ｙ
龍
 
Ｘ

ｊ

ｙ

ｆ

ｙ
 
６

肺
 
聡
 
吟
 
兆２
＋
《
Ｏ

為
” 
＋

″

Ｏ

Ｘ
 
酎

為
柵
棚
叫
ｙ
町
兆

十

６

〃

〃
０
ｖ
強
 
ｖ
我
 
２

３ｙ
＋
 
＋
６
句

夕恥
Ⅷ
柵
州

〃〃
批
為
恥
細

り

〃

２

１
−
〃
ｙ
 
十
 
戒
ｙ
可

Ⅱ

〃

ｙ

〃
ｙ
 
Ｏ

加

賂
 
ｗ
 
” 
＋

ＩＩ

恥
 
ノ
０
ｙ

ｙ
Ｏ
Ｉ

＋州
埼
鼎
浦

″ＩＨ

酌

ＩＩ〃
 
” 
〃
０
＋
▽
罰
，

Ｉｙ

ｙ
ザ
ノ
〃
 
イ
九
十

ⅡＩ必

＋
ｘ
 
２
ノ
０

０
 
影
如
為
ノ

マ
ー
今
恥
へ
銅
刈
 
ｘ

Ｚ
恥
恥
為
為
鼎

″

″十
＋
＋

ＩＩＩｙ

yn =ZZ'",""姉"(",ﾙ恥）
〃Z光〃地

= Xyx｡y｡ +賂,苑｡y6 + X)x6y｡ +Xyx6y6 + IW"Yy｡ +悪,Yy6 +lly6y｡ +l:y,6y6

yi=皿警崎,H(*m ) （2-64）、允 皿地

= IBx｡y｡+葛,x｡y6 + lZyx6y｡ +恥,x6y6 +聯γyo+幕,γy6+l36y｡+恥,6y6

(2-63）

(2-67）

3次解
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yi,, =皿響繩ym H("yml"zym（ ）′

〃Z加 列地

となる｡ (2-61)～(2-68)の係数の具体的な値の一部は[6]のAppendix 3に示
されている。

1次から3次までを合わせた全体の解は次のように表される。

X=XI +XII +XIII

x' = xf+xfi +xfi,
y=yl +ylI +yll l

y'=y(+yi +yi!y＝y(＋yi＋yi1

よって図2-4 , 2 - 5のようなマトリクスX ,Yとベクトル元, ro , 7 , y oを使って

解は形式的に次のように表せる。

r=X r o
7=Yyb

元,yの成分はそれぞれ次のようになる。

Z={x, x', Y, 6, xx, xx', xY, x6, xix', x4Y, x'6,γγ, Y6, 66, w, yy', y'y',
xxx, xxx', xxY, xx6, xx4x', xx"Y, xx'6, xYY, xY6, x66, xfx(x', x欠'γ,X従'6,
x"YY, x4Y6, x'66,γγγ,γγ6, Y66, 666, xyy, xyy', xy'y', x", x"', xｼ'y'，
γ刀,γ刀',γy'y', 6)y, 6刀',6yｼ'｝

y={y, y',xy, xy',x'y, xｼ', Yy, Yy', 6y, 6y',
yyy, yyy',刀'y', y'y'y', xxy, xxy', xxfy,〃ｼ', xYy, xYy', x6y, x6y',
x欠ｼ,xfxｼ', x'Yy,x"Yy', x'6y, x'6y', YYy,γγy', Y6y, Y6y', 66y, 66y'}

Xの1行目は(2-57), (2-61), (2-65)の各X,1行目は(2-58), (2-62), (2-66)
の各X',  Yの1行目は(2-59), (2-63), (2-67)の各Y,2行目は(2-60), (2-64),
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(2-69）

(2-70）

(2-7 1)

(2-72）

(2-68）
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(2-68)の各Y'からなる。
実際のイオン光学系では自由空間，電場，磁場といったイオン光学系を

構成している要素ごとにマトリクスを求め，

Z=X"×…×喝×Xl Z0
y＝1%×…×喝×Xyb

というようにマトリクスを順に掛け合わすことによって計算を行う。

へ

一

(2-73）
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X X X X X X X X X X X"X'XPX'X｢X'YYY 6 x x x x'x'x'γγγ666
X X X X X'X'X'γγ6 y y y'x x x x x!x'x'γγ6 x'x,x'γγ6γY66yyy'yyy'yyy'yyy d

x x ' Y 6 x x ' Y 6 x ' Y 6 Y 6 6 y y ' y ' x x ' Y 6 x ' Y 6 Y 5 6 x ' Y 6 Y 6 6 Y 6 6 6 y y ' y ' y y ' y ' y y ' y ' y y ' yF F 〃 P P F F f

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

X 'X 'X 'X 'X !Xo X !X 'X 'X 'X 'X 'X 'X 'X ' X 'X 'X 'X 'X 'X 'X 'X 'X !X 'X ' X 'X 'X 'X 'X 'X 'X 'X ' X !XoX ' X ' X 'X 'X 'X IX 'X ' X 'X 'X IX 'X '

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 x x x x x x x x x x O O O x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 x x x x x x x x x x O O O x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 0 0 x O O x O x x O O O O O O x O O x O x x O O x O x x O x x x O O O O O O O x x x O O O

0 0 0 0 0 0 0 x O O x O x x O O O O O O x O O x O x x O O x O x x O x x x O O O O O O O O O x x x

0 0 0 0 x x x x x x x x x x O O O x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 0 0 x O O x O x x O O O O O O x O O x O x x O O x O x x O x x x O O O O O O O x x x O O O

0 0 0 0 0 0 0 x O O x O x x O O O O O O x O O x O x x O O x O x x O x x x O O O O O O O O O x x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O x O x x O O x O x x O x x x O O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O x O x x O O x O x x O x x x O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O x O x x O O x O x x O x x x O O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O x O x x O O x O x x O x x x O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O O O O x O O x x O O O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O O O O x O O x x O O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O O O O x O O x x O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O x O x x O O x O x x O x x x O O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O x O x x O O x O x x O x x x O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O O O O x O O x x O O O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O O O O x O O x x O O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x O O O O O x O O x x O O O O O O O O O O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x x x x x x x x x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x x x x x X X X x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 X X X O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x O O O

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x X x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x x x

図2-4 :Xマトリクス(X,  X1,  xは成分があることを意味する）
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y y y y'x x x x x x x x x'x'x'x'x'x'γγγγ66
XX X 'X 'γγ6 6yy y ' y ' x x x ' x ' YY56x ' x ' YY 66Yy5666

" F F F P F F F F fl F ff 『 F P f

y y ̅ y y . y y . y y . y y y y y y y y y y y y y y . y y y y y y y y y y y y

Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y

YvYOY'Y' Y'Y'Y' Y, Y'Y' Y'Y'Y' Y'YIY' Y' Y'Y!Y' Y'Y'Y'Y'Y' Y'Y'Y' Y' Y'Y'Y' Y'Y'

0 0 y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y
O O y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y

0 0 y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y
0 0 y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y
0 0 0 0 0 0 y y O O O O O O O O O O y y O O O O y y O O y y y y O O
0 0 0 0 0 0 y y O O O O O O O O O O y y O O O O y y O O y y y y O O
0 0 0 0 0 0 0 0 y y o o o o o o o o o o y y o o o o y y o o y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 y y o o o o o o o o o o y y o o o o y y o o y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y y y O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y y y O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y y y O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y y y O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y O O O O y y O O y y y y O O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y O O O O y y O O y y y y O O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y O O O O y y O O y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y O O O O y y O O y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y y y y y y y y y y y y y y y y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y o o o o y y o o y y y y o o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y O O O O y y O O y y y y O O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y O O O O y y O O y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y O O O O y y O O y y y y
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y O O O O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y o o o o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y O O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y o o
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y y

図2-5:Yマトリクス(Y, Y､, yは成分があることを意味する）
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2 - 4で示した係数比較法とラプラス変換法で得られた結果にそれぞれ表

2-3のような6種類のパラメータを与え，それから求められるx,, xi, y,, yi,
xm,  xi,  y1,,  yiI,  xn,,  xhI,  ynI,  yh!を比較したところ一致した。
このことから計算で得られたマトリクスが正しいといえる。

これまではX',  y'を使って計算してきたが他のイオン光学系の構成要素
と組み合わせて計算するためにはα，βを使わなければならない。その場合
(2-1)の関係式を使って変換すればよい。

表2-3:場のパラメータ
̅ 胃

26
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円 筒 電 場 トロイダル

電 場
均一磁場 不均一磁場

ト ロ イ ダ ル

電 場 十

均一磁場

トロイダル

電場十

不均一磁場

入o 1 1 1 1 1 1

入， -1/1．3 -1.5/1.3 0 0 -1.5/0.495 -1.5/0.495

九2 1/1．32 1.125/1.32 0 0 1.125/0.4952 1.125/0.4952

入3 -1/1.33 -1.146/1.33 0 0 -1.146/0.4953 -1.146/0.4953

仏0 1 1 1 1 1 1

u， 0 0 0 -0.3/1．3 0 -0.3/0.495

ﾄL2 0 0 0 l/1.32 0 l/0.4952

u3 0 0 0 1.5/1．33 0 1.5/0.4953

ﾉ'e l/1．3 1/1．3 0 0 l／1．3 1/1.3

ﾉ2m 0 0 1/1．3 1／1．3 I/O､8 l/0．8

ho l/1．3 1/1.3 1/1．3 l／1．3 l / 0 . 495 1/0.495



第3章重畳場の端縁場を通る荷電粒子の軌道計算
3-1 座標系，端縁場の分布

端縁場を通る荷電粒子の軌道は場の強度変化分布がわかっていれば運動
方程式を積分することによって求めることができる。そのためにはまず端

縁場の作る重畳場を求めなければならない。

端縁場では計算をしやすくするため中心軌道の半径poを単位とした直交

座標系(poと, p｡T1, p｡()を用いることにする（図3-1)。場の端近辺のごく小さ
い範囲を計算の対象とするので5,n,〈は1次小の量とみなせる。
第2章の中心軌道に沿った座標系(x, y, z)と直交座標系(p｡f, p｡T1, P｡()と

の間には次のような関係がなりたつ。

x=p'(抑§)'+n'-'), ,=p'《
"恩に/p｡)薑｛(,"n｡" ,im(量"')- {(,+<|、

図3-1 :端縁場の計算に用いる座標系
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3 - 2 場の表現

以後の議論で現れる表現を簡単にするため次のような略号を導入する。

‘=川‘"=響""=dF%-Wd'13dll3  '
j(…)dm =IM(…)dll ,ル)dn = "(…)dll （3-2）

B=B(T1), B'=等酔雲架""=伽｝dT13'
′γ1,毛縄鋤

E', B'は-1次小,    E'',    B''は-2次小, E''', B'''は-3次小，……の大きさ,1階
積分は1次小，2階積分は2次小，……の大きさの量とそれぞれみなせる。

理想場の電場，ポテンシャルは第2章で求められた結果から2次までの近
似 で

Ex (x, y) = Eb{i｡ + )L,x + A2x2 - J(2i2 + "0i! - "0 )y2 }
Ej(x, y) = Eb{-()L｣ +"0)〕- (2)L2 + h0)L! - "0)Xy}

, (x, y) = Eb {)L｡x + ",x2 - J(A: h0h｡)y2 + "2x]
-f(2A2 + /i｡h! - "0)xy2}

(3-1)の関係式を2次までの近似で表すと

x=p｡(5+J''2), y=p｡<
cos(Z/P｡) = 1-昔112, sin(Z/P｡) = n一§n

となるのでこの変換式を利用することによって(3-3 )を直交座標系に変換す

(3-3）

(3-4）

3 - 2 - 1 電 場

へ

28
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ると理想場の電場，ポテンシャルは(理想場であることを示すため''ideal"
を付ける）

E:""(5, n, <) = Er(x, y) cos(Z/P｡)
= Eb{h｡ +i,:/h｡ +h222/hi -J(h｡h0 -i,)n2/h,
＋ﾅ(A;入0-〃0入1-2入2)〈2/ﾙ;｝

EWeai(5, ,,, <) = EK(x, y) sin(z/po) = Eb{)L0,1-(h｡)L0 -)LI):n//i｡}
EId"'(5｡ n, <) = Ej(x, y) = Eb{-("0 +)LI)</h｡ +(I,;)L0 -"0)L1 -2)L2)"/";}
,idea'(5, n,り= -p｡Eb{A'05 +",52/肺ナス0n2 -2(ﾉ町入0+入!)〈2〃
電極の端の中心軌道の近傍では電極に平行な面(n -〈面）に関して対称性

があると考えられる。このときの電場は(3-5)で§=0と置いて

".a' (0, n,り= Eb{)L｡ -:("0)L0 -)LI)n2//b +;(";)L0 - h｡)L1 - 2)L2)(2/hi}
（3-6）EW"(0, n, <) = Ebi｡n

EI"a' (0, n,り= -Eb{(h｡)L0 +)L,)</jh}
ここで次のような特徴を持った、軸上で定義される端縁電場の性質を表

す関数E(n)を導入する。（図3-2)

1.十分電場の内部に入った地点11bで理想場の電場の強さEbと一致
する。(E(n6)=Eb)
2．十分電場から離れた地点､αで0になる。(E(n｡)=0)

端縁場の電場を求めるためにまず(3-6)のEbをEに置き換えると

Et(0, n,Q= E{)L0 -M)'｡ -"I)'12/h｡ +#(":)L0 -"0)L1 -2)L2)<2/h;}
（3-7）Em(0, n, <) = Eh0n

E(1)Et(0, '', <) = -E{(Iz｡)L0 + )LI)</h｡}
さらに電極の境界が曲線でその曲率半径がRe= pO尾であるとすると（図3-3 )
この円の方程式は

(n_,6)2+<2=,f                                                      (3-8)

(3-5）
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であるので、を

wi"M1-,Jw､J - 1-,@{ロ

に置き換えるとEは

E - (%2/職制〈2/,f)E'+("2/,E +;,'<2/f)2E"-"
卿．

と展開でき，（3-7)は2次までの近似で

昼(0,'',り= E{)L0 -3("0 -)L,)n2A H(ﾙ;)L0 ̅Ao7L1 -2)L2)(2/A;}
+E' {- "0<2/,@ - "0''(2/f }

Ei(0, n, <) = E{h0n} + E'{-"0n(2/f}
Et(0, n, <) = E{-("0 + i,)</h｡} + E'{f("0 + i,)<3/(")}
Maxwellの方程式( divE=rotE=0 )を満たすように項を付け加えると

また、≧11bで理想場と端縁場でポテンシャルが一致するためには且,に

｛
ヤ,1

%1E ′ 町Ⅱ Ed'1dT1 - 3'1:
、

を加えなければならない。結局T1-〈面での端縁電場は

Et(0, n, <) = E{h｡ -M7L｡ -)LI)''2/ﾙ0 +("0 -h｡A.1 -2ﾙ) <2/";}
+E'{-/i｡(2/It -合入0''52/,f }

Eh(0, '1, <) = E{h0n}+ E'{'b1 -f(/i0h0 +h!)(2/h _"0n(2/,b} （3-14）
、

+E'' {- "0''2<2 /,6 }
E上(0, '', <) = E{-(/,0i0 + i｣)〈ん0}+E'{-"0n2</L +:(ﾉz0A0 +入! ) (3/(h｡f)}
となる。再びMaxwellの方程式の関係を利用するとn-〈面外の端縁電場，

30
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ポテンシャルは1次小までの大きさをとるとそれぞれ

異(&, n, <) = E[h｡ +h!:/h｡]+E'［弘0:2/'@ -"0(2/'e -AO:'']
+ E ' ′［-い0§-部052 +:(h｡h0 -2AL):3//i｡ +Mi｡ +i,)"2/h･］ (3-15)

+ E " ′ [-"0:4/'E + :h｡:3n + :)L,"2/'61 + E'"'[:A,'b,:3 +［ ］ ［ : M , § 3 + 去 入 ｡ § ．］

Eh(&, '', <) = E[A0'']+ E'[A0鼎入0§-を(ﾙ｡h｡ -h｣)52/h0 -2(/i0h｡ +i,)(2/h
P

+E"い053/'E -"052'' - "0"2/'E]
+E"'[-"｡'b,52 -:h｡f3 +*(h｡)L0 -A!):4/h｡ +:("0i0 +i,)"'
+E''"[☆入054''] + E""'[☆入0lb1:4 +古入0司

へ

E上(§,'',り= E[-(Ii｡h0 +)L!)</h0]+E'[-i｡ "/,e]+E"G(h｡h｡ +)L,)52《脇］
+E"'[:h｡"/"1        

h0'b1 + )L05 - J(h｡h0 - h! ) 52/h0 - 2(/m｡h0 + i, ) (2/h｡l

Ⅱ Edlldll-Pon IEdn+PoE[-lb｣ -iof-，(§,､,〈)＝pO Edndn-po11Edn+poE[-lb‘一入0ﾋー ﾅｽ,52/ﾙ。
～ へ

＋当("0 +A,)<2/Ao]+p｡E'[-:h0:3/職瓠052'1 + "0"2/'b
+p｡E''[H｡'b,52 +"053]

へ

となる。

仇I
(3-16)

(3-17）

E/Eo
ユ

I

0 ． 8

̅ ' 一

(3-18）

0． 6

Tし，

図3-2 : E(n)の定義(n｡の意味は3-2-3参照）

0． 4

0．2

o n ｡ 7
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図3-3 :曲がりを持った電極の境界(横から見た図）
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3 - 2 - 2 磁 場

(3-20）

(3-23）

磁場の端縁場も電場のときと同様にして求められるので簡単に述べる。

理想場の磁場は第2章で求められた結果から2次まで取ると

Bx (x, y) = Bb{IL,y + 21'2xy}
（3-19）

By(", y) = Bb{''｡ +ILIx+IL2x2 -(;h｡ﾄL1 +''2)y2}
これらを(3-4)の変換式を用いて直交座標系に変換すると

"･"(E, n, <) = Bx(x, y) c｡s(Z/Po) = Bb{U,</h｡ + 2,2"/";}
B¥"(5, n, <) = Bx(x, y) sin(Z/P｡) = Bb{ﾄLIn</h｡}
Bld."(:, n, <) = 4(x, y)

= Bb{IL｡ +IL,://,O+IL2:2/h; +#ILI112/h0 -#(holL1 +2IL2)<2//i;}
電場のときと同じように端縁磁場の特徴を表すE(n)と同様の性質を持った

関数B(n)を導入すると（図3-4)対称面である§-11面上では

星(&,n,0)=0, Bh(:,n,0)=0 (3-21)
B上(5, '', 0) = B{IL｡ + IL,:/h｡ +山§2/hi +a',''2/h｡}
さらに磁極の境界の曲率半径がRm= pOjinであるとしてBを展開すると（図3-
5）

B-(K2/,in +訓ら2/ni)B'+(::2/,in +制§2/w:)2B" -.. （3-22）

となるので(3-21)は

凡(f,n,<)=0
Bm(&, n, <) = 0
B上(:, '1,り= B{IL｡ +ILI:/h｡ +IL252//I: +HL1n2/h}

+B' {一部0:2/,in -}ILO52''/f - !''!:3/(/b,;n)} + B"{;IL,:4/m:}
Maxwellの方程式(divB=0, rotB=0)を満たすように中心面外(〈≠0)の磁
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場を1次小の項まで求めると

BL(&, n, <) = B[u,</〃｡] + B'[-u･唾/'in] + B"[:'',<3〃｡］
Bi(:, n, <) = B'[Uo<+M,"//､]+ B''[-fi'｡"/,;｡ +:IL｡(3/,in]+B'"[-:IL0(3]
B上(5, '', <) = B[IL0 +'',:/h｡]+ B'[-J''0:2/'in +3IL0(2/'inl

となる。

+B ' ′［-邦｡〈2-部,唾2/ﾉｬ］

子

一

ｰ

B/BO
ﾕ』ト ー - - - - -

0．8

(3-24）

T胆

0．6

o Z 4

0．2

1

図3-4 : B(n)の定義
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図3-5:曲がりを持った磁極の境界(上から見た図）
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3 - 2 - 3 理想境界

端縁場を通る粒子の軌道はn", n6の範囲について計算すれば求められる

が，自由空間(n≦n,x),端縁場(nα≦'1<nb) ,理想場(n6≦n)と順に計算し
ていくためには11", nbを決めなければならないので面倒である。そのかわ
り，端縁場の領域に理想境界と呼ばれる仮想的な境界面を考え，理想境界
より前では自由空間と同じ直線軌道を描き，後では電場や磁場と同じ円軌

道を通るとし，端縁場の影響を理想境界に集約することにする。つまりあ

たかも理想境界で軌道が突然不連続的に位置や角度が変わると考えるので

ある。

ところで重畳場の場合一般に電場と磁場ではそれぞれの持つ理想境界は

異なる。そこで磁場，電場の理想境界をそれぞれn=0の面(図3-2), n=n｡の
面(図3-4)とする。

このとき

IEdil = Eb(11' -n-) , IBdn = Bbn'
の関係式が成り立つ。11eの定義は[10]に準拠したものである。

(3-25）
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3 -3 運動方程式の導出と解

3-3 -1 運動方程式

第2章では相対論的影響を考慮した運動量p(2-10)とフェルマーの変分原
理(2-11)を出発点にして軌道を求めていった。またその過程で相対論的影
響に由来する値E,",Mが現れた(定義は(2-18))。
端縁場中の軌道を求めるために[10]では

篝=云俳-鋤帯誰){"B､" ": )恩帆｝
睾= :(:)' (g - ,E )  ;(;){(脚狸)典-帆-畑｝
(ただしこの式と次の式の(x, y, z)は直交座標系である）
と(2-10)のpを使い，軌道は次の式から求める。

α-""寺鰐",‘-‘‘令鰐dZ
燕=韮‘十[oldz, )'=y｡+[6d@
この章では相対論的効果は無視し，以下に述べるように運動方程式とv

と5,n,《の関係式を使って軌道を求めることにする。また[10]では斜め
入射も考慮されているがここでは直角入射に限定する。

第2章と同様，中心軌道を通る荷電粒子の質量，エネルギー，電荷，速

度をそれぞれ加0,  Ub,  e,  voとする。任意の粒子については次のようになる。

m=",0(1+Y), U=Ub(1+6), "v2=U-el(5,n,<)
運動方程式は

"§/h｡ =eEL+e(fIBと- :Bh)/ﾙ，
鞭と/h｡ =eEt +e(&Bh-nBt)/h,

37
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また図3-6のように角度を取るとvと5 ,n ,〈の関係はそれぞれ

dll = hov cos P cos U dr （3-32）

なので(3-27)，（3-28)にそれぞれ(3-29)，（3-31)を代入してtで積分すると

§＝§α＋蛙I(Et +B上vc｡sPc｡sq_ 4vsin6)d#
● ■

〃Z

｛，〃vc｡spt｡s｡,+ Bﾋｰ且'四i｝星e I
●

＝§α＋- dn
CO S q

《＝《｡＋虹I(Et +4vc｡sPsin｡{_Bbyc｡sPc｡s｡,)d,
■ ●

〃Z

"j i,jc｡sPt｡s｡C +Bi tanq-BL｝E上e I
■

＝〈α＋- ．，，”vcosβcosα＋Bitana-凡

よってsin q,  sinβはそれぞれ

sinq = 2/("｡vcos6)
Va COSβasina。
vcos6

(3-29）

(3-30）

(3-3 1)

(3-33）

(3-34）

(3-35）

(3-36）

(3-37）

(3-38）

&/ho
n/h｡

</ﾙ。
(3-30)より

目＝＝

fc｡spl ivc｡spt｡s｡! + Bt -  :｡s｡"｝昼一vcosβcosα＋BヒーBhtanpe Ih o ' " v c o s β ’ d nC O S a

sinp =〈ん0v)
LII-2:    +Bntan"-41dn｝Eヒーvasin6q＋-Ie                dnル"j imsPt｡sO!+Bmtano!-BLV

またと，〈は(3-29)，（3-31)を積分すると求められ，

§＝§α＋ I + l tanudn岬COSβsinadt＝とα＋tanadn

+ |"｡vsinPdr=〈＝《｡＋h0vsinβdr＝〈α＋ I型且dllCO S q

下つき文字の'1α''は､αにおける値であることを意味する。
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(3-35)，（3-36)で現れる1/vを(3-18), (3-26)を利用して1次近似で求めると

(1/v) [ ニ ー ー ('/v｡ ){ '一ﾅ6＋ﾅγ＋;6+ﾅγ+ (E/Eb)h｡& - :(E'7Eb )h｡:3}

二 塁

と

↑

へ

と

図3-6 :端縁場の計算に使う角度

(3-39）

の定義('は速度）

、

I
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3 - 3 - 2 近似解

理想場のときのように逐次近似法を使って軌道を求める。すなわちすで

に求めた次数のと,  <,  sinq,  sinβおよび電場(3-15)～(3-17)と磁場(3 -24)を
(3-35)～(3-38)に代入して計算することによって1つ高い次数の§,  <,  sinq,

sinβを得る。荷電粒子はn<11αの領域では場の影響が無いため直線の軌道を
描くと考えられる。仮にこの直線を噂=0の面まで延長したとすると，直線

は､軸にたいしてαα，βαの角度を持っているので(:, , (,)で交差するとする
て ／

と ‘ ）〆
写虞、～‘

／八 A

，↑ 叩 （3-40）§1==ga-T1"tanq, (, =〈a-n@ tanp
の関係がある。以後の計算では(§α，〈α)の代わりに(:,,  <,)を使うことにす
る。

(1)  1次近似

0次近似解として次の値を置く。

§｡ =0,《｡=0, (sinc()｡=0, (sin6)｡=0/
(1/cos U)｡ = 1, (1/cos 6)｡ = 1, (tan q)｡ = 0 ," (tan 6)｡ = 0
これらを(3-15)，（3-17)，（3-24)，（3-39)の0次小の大きさを持った項

尾(:,'', <)｡ = EA0 +E"[-H0f21+E'"[六入0:4],  E上(5,n,<)｡ =0
BL(<, n,<)｡ =0 , Bh(&, n, <)｡= B'[ILOq+B"'[-:''｡(3] （3-42）

B上(5,n,< )｡ = BIL｡ + B"[-f''0(21 , ('/y)｡ = '/v｡
に代入し，さらに(3-42)を(3-35)～(3-38)に代入することにより1次解は容
易に求められ

"｡“), -"｡-"(IM)-*(I川ﾙ鶚:2ゞ獺'噂：
(sin 6)I =βα
§! =&!
<I =<!

(3-41)

(3-43）
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また

(1/cos U), = 0 , (1/cos 6)I = 0 , (tan q)I = (sin d),, (tan 6), = (sin 6)!
である。

(1)と同様,1次近似解を使って2次解を求めることができる。ただし
sinaを計算するときには積分される項に含まれる(3-15), (3-24)の

E"[-;i｡:2] , E''"[☆入｡g4],  B''[-制｡〈21 （3-45）

の次数に注意しなければならない。なぜならばこれらに5,,  C!をそのまま
代入すると項の次数はいずれも0次になってしまい，積分しても2次近似の
影響が現れないからである。よって(3-45)の項を1次小にするためには52，

§4，《2はそれぞれ3次，5次，3次まで求める必要がある。
§，〈の2次近似は(3-37)，（3-38)より

I噂I., -､Z(U",.n)f:(IMdm)}@雌Ⅲ
・鶚罰寺將§‘噂；
I:''" --4{"(IEdndn)叢譜(Ⅱs ｡;
(<2)In = W + 26"<,n

これによりsinq,  sinβを(3-35), (3-36)から2次近似で計算できる。
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3-4 マトリクス表示

理想場と同様端縁場においてもマトリクス表示で表すことにする。

3-4 - 1 理想境界

前に述べた理想境界11=0の前後における位置，角度の変化を表すマトリ
クスを求める。理想境界の自由空間側の値には' ! l ! !の添字，重畳場側の値

には‘12'1の添字を付けることにする。§,,  <｣については(3 -40)の関係が成立
し，また自由空間内では角度は変化しないので

q,=q",  6,=βa

である。

まず中心軌道について考える。中心軌道では§I = <,=q,= 6, =Y=6=0なので

n=n"における値は

§'O = -(".h｡/4){#(n& -n｡)2 +4I}-("mu｡/4)(fn: +In!)
(60 =0 （3-55）

sinUbo = -("0/ﾉ,0)(nb -ne)-("mu｡/ﾉ'0)'16
sin660 = 0

これが理想境界と交わる点を求めるにはT1=nbから理想場を通ってきたと仮
定したときの軌道(理想軌道)に沿ってn=0まで後戻りしなければならない

が，単に116=0と置けば求められ，

§20 =-(',.i0/h｡){fn: +Ib,}-(/im,'｡//I｡)1m!
〈20＝0 （3-56）
Sinq20 = (U｡/h｡)'1｡
Sin620 = 0

よって中心軌道は理想境界において

△と=0-§"=(〃僅入0//I｡){;n: + 'b! } + (/im,L｡//m｡ )Im1
Aα＝0-α20 = -(IDei｡/ﾉb)'1｡
△《＝0，△β＝0
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のずれ，曲がりを受ける。（図3-7）

任意の軌道でも理想境界で(3-57)の変化を受けるのであらためて

5，→ら1+△5，α,→α1+△α

と置き換えて(3-49)～(3-52)に代入し, 11b=0とすると

§2 = 5, +J(/,ei0/ﾉb)W +J(ﾉ'ml'｡//i ) W

《2＝《！

s1n q2 = q1 -[(he)L0//I｡)n｡16+[{/LWL｡ +h!)//i:}n｡ +2(〃汎/h; )(ne - 42 ) +
(Mm)M｡IL｡/h: )(川｡ - 'b2)]&! +:[/Im'L｡/(II0'in) - "｡/(恥脂
十を["0/(A｡'E ) - hm''｡/(A｡'im )] W

s1 n 62 = 6! + [-{4("0 + A' )/"} n - (Ifu:/哺脇+ (IL/imi｡''｡//i )(川｡ - Ib2)1
+["0/(h｡$) -ﾉInlL｡/(/Vim)k!<! + (/iei0//4) 5,61 - (h"ﾄ'0 //iO ) u,< !

(3-58）

(3-59）

(3-60）

と

- 理 想 軌 道

- - - - -．実際の軌道

(3-61)

('(3 -62)

へ

図3-7 :理想境界面(n=0)での軌道の変化
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3 -4 -2 マトリクス表現

第2章と表記を統一するために(po:, p｡n, p｡<)の座標系を(x, y, z)に戻す。
3-2では広い範囲の場を変換するために(3-4 )の変換式を用いたがもはや計

算の対象は理想境界をはさんだごくせまい領域に限られているので単に次

のような式を使う。

また42, 1hz, 42は次のように改めて定義する。

峠E『2EE' dz-(z' -z｡),喝鰹=呼膨dZ-Zb ,
'b2 = ar'Er:IyBEdz - (z' -jz｡)
すると(3-59)～(3-62)はそれぞれ(後に現れる出射側の定数と区別するため
R, I, Z,ノに"in''の上付き文字を付ける）

x2 = x, +Meh｡ xf +J/imlL｡ yf

sinq2 = q! +["e("0 +i,)Zy +2"(Z&.-IM)+〃〃｡',｡ (/inzy -理ル！
-hei0z:.6 + :[/imIL｡/RM - "農入｡/RIn]xf +2["｡/母○̅hmu｡ /RW] yf

sin62 = 6! +[-IL(h｡)L｡+7L!)Z:｡-ん糾恥十"〃｡uO (ﾉmz4n-咽ﾙ！
+['iei0/R:｡ - /'ml'｡/RM] x,y1 + /@僅入｡ X,6, - /im!LO U,y!

と な る の で こ れ ら を

(3-68）

(3-63）

(3-64）

(3-65）

(3-66）

(3-67）

(3-69）

y2 =yl

X ､
÷

1

ー

タ ー ヒ

餌 一
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y2 =liyy,+liββ, + ligjx,y, + lix@x,6, + Ifqyd,y' + liαβα,6, + liwYy, + liがγβ｜
+X"6y, + X6666!

62 = li;y, +IM6, +IKyx,y, +唯βx16, +恥αlyl +恥βα,6, +1i；γyl+聯γβ」
+Ify 6y:端β6β！

と置くと0でない成分は

X"=1, Xi悪癒＝凱入0, Xi)D,=ﾅｶmILO, liy=1

XL=1,  XI"=he("｡+",)z3+2晴魂(ZW - IJ) + Mmi｡UO(jinZy _ 4:) ,

r=Xro （3-75）
y= YyO

と置くと第2章と同様に端縁場入射のマトリクスX,Yは図3-8,9のように表
される。

ただし

r={x, u, Y, 6, xx, xu, xY, x6,αα, "Y, u6,γγ, Y6, 66, )D', y6,ββ｝
7={y, 6, xy, xp, qy,αβ, Yy,γβ, 6y, 66}
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［'0]の結果(29,30)でE｡=0 (相対論的効果を無視),  cose=1, tane=0 (直角入
射）としたものと今回得られた結果(3-73,74)を比較する。すると(3-74)の

Y1y([ 10]ではR( 6/y))の一部に

- h ､ h m A ' ｡ , L ｡ ( I : : - j i n z y ) 本 論 文
̅ ﾉ ﾓ ﾙ ､ 入 ｡ l 1 ｡ { I c I + ( 1 - 加 ｡ ｝ 文 献 [ 1 0 ]

の違いがあることがわかった。(Ic!は咽と同じ定義）
この違いは，端縁場の影響を理想境界をはさんだ変換に集約する過程が

本論文の3-4 -1と[10 ]で異なっていることが原因であると考えられる。す

なわち前者は中心軌道から理想境界での位置，角度のずれ(3-57)を求め，
それを任意の軌道に適用し変換を導出しているのに対して，後者は変換を
導出してから，それを元にして理想境界での位置，角度のずれを求めてい
るという違いがある。しかし方法の違いによって結果が異なる理由を解明

することはできていない。

今までは入口側の端縁場についてのみ考えてきたが重畳場から自由空間

への出口側の端縁場でも同様に考えることができる。端縁場の出射は逆方

向(-z方向)の軌道を通ったときの端縁場の入射と等価であり，対称性から
角度は逆になる。

したがって理想境界の自由空間側の値には"4,1の添字，重畳場側の値に
は！13''の添字を付けることにすれば

Xl→X4 ' ul→一α4, yl→y4, 6!→一β4
X2→X3' q2→ーα3,y2→y3,  62→ーβ3

の置き換えによって入射で用いた式をそのまま使うことができる。

すると(x3, y3, q3, 63)と(x4, y4, q4, 64)は

の関係にあるので(x3, y3, q3, 63)から(x4, y4, q4, 64)へ変換するマトリクス
は図3-8,9の逆行列を求めることによって得られる。
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すなわち

y4 =I;yx3+喝β63 + llxyx3y3 + IBxpx363 + IIqyq3y3 +曙αβα363 +喝栂γ)･3 +l3祁γβ3  (3_81)
+Ih6y3 + IB66663

64 =IBjx3+l3h63+脇妬3y3+悪px363 +脇a3y3 +恥βα363 +恥γ).3+聯γβヨ(3-82)
+IMy6y3 +既β6β］

と置くと2次までの近似で（出射側であることを示すためR, 1 ,  Z ,ノには

'1 out !!の上付き文字を付ける）

xjx =1,遥迩＝一サルei0,  Xjyy=-ﾅｶmlLO, l@y=1

となる。よって端縁場を考慮した場全体のマトリクスxは入射側の端縁場，

第2章で求められる場の本体，出射側の端縁場のマトリクスをそれぞれX l ,

X2,X3とすると

X=X3･X2･Xl

と表される。
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第 4 章 応 用 例

4 - 1 均一磁場

第2章，第3章で計算した結果に実際に数値をあてはめる。ただし端縁場

は2次までしか計算されていないので3次項についてはそれを考慮しないと

きに限定する。

中心軌道が図4 -1のような均一磁場と自由空間を組み合わせたイオン光

学系(90度扇型磁場）を考える。このとき端縁場は図4-2のようになってい

るとする。Poからイオンが

|α01≦0.005rad, |601≦0.005rad, Y=0, 6=0

という条件で出射し, P1, P2, P3, P4を経由してPfに到達するとする。ま

たPoでのスリット幅はx方向,y方向ともに1 00ILmとする。
このとき到達点Pfにおけるx成分は

で表される。各係数は表4_1のようになる。（ただしﾉM2  =W  =-0.0167)            
Pfに到達したイオンがx方向につくる像を図4-3に示す。Aq= 0なのでA点

で"方向の角度を持っていてもD点に集まる（方向収束)条件を満たしている。

このため図4-3Aではピークの幅がスリット幅と同程度である。しかしαに

関する高次の項Aaa,Aaaαが0でないため，図4-3Bを見れば明らかなように

実際には広がりが見られる。また端縁場の影響を考盧したとき,Aββは考盧
しないときと比較してかなり大きな値になる。その結果像の形に大きな違

いが見られる（図4-3C)。

次にα0の条件のみを|α01≦0.05radに変更した場合を図4-4に示す。図から
明らかなようにα0が大きくなると高次項の影響がそれだけ大きくなり，イ

(4-1)
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オン像が歪むことがわかる。高感度装置を設計するにあたってはこういっ

た高次項の影響を消すことが肝要であり，それを評価するにはこのような
計算が重要な働きをする。

(xo, q0, yo, 60)

へ

(xf, qf,yf, 6f)

Po (x0, q0, yo, 60)
↓ 入射側の自由空間

P! (x,, u,, y,, 6,)
↓ 入 射側の端縁場

P2 ("2, q2, y2, 62)
↓ 均 一 磁 場

P3 (x3, q3, y3, 63)
↓ 出 射側の端縁場

P4 (x4' q4' y4' 64)
↓ 出射側の自由空間

Pf (xf, qf, yf, 6f)

図4-1:90度均一磁場のイオン光学系(po=1.3m)

磁気|灘蕊諺灘;1

図4-2:90度均一磁場の端縁場(d=3.25cm)
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表4-1 :90度均一磁場のイオン光学系のマトリクス要素

強度

｜
’

A -0.002

強度
▲

B -0･002
I

0

図 4 - 3 : 均一磁場の作る像
A : 1次近似のみ , B : 端縁場を無視 , C : 端縁場を考慮

0

0.002
Ⅱ 二 x (m )

0.002  C -0･002
x (m )

へ

強 度

0 0 . 0 0 2
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x(m)

へ

端縁場あり 端縁場なし 端縁場あり 端縁場なし 端縁場あり 端縁場なし

Ax -1 .0 - 1 . 0 Ay6 -3.67 0 . 0 Axw 1 ■ ■ 0

Aa 0 .0 0．0 App -6.35 -1 .3 Axy6 0

AKx 0 .385 0 .385 Axxx -0 .592 Axββ ー 2．0

Axd -1 .0 - 1 . 0 Axxu 0 .0 AcMyy 0

Aaa -2.6 -2.6 Axaa 4 .0 Aayβ 0

Ayy -0 .785 0．0 Aaaa 2.6 Aα卵 q■ロ 1.3



タ 典

強度

i

l
a -0･025

強 度

b -0･025

0

へ

0

強度

0.025
x (m)

c -0.025

0.025  d -0･025
皇

強度(×5）

x (m ) 1
0

・ 星

0

0.025    e -0･025

強度(×5）

x(m) I
0.02 5

声 x (m )

0 0.025
戸 x (m )
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4 - 2 ウ ィ ー ン フ ィ ル タ ー

ウィーンフィルターは特定の速度を持った荷電粒子のみを通す，電場と

磁場を重ねあわせた速度フィルターである。本論文では次の2つの種類の

ウィーンフィルターについて考える。1つは均一電場と均一磁場を組み合

わせたタイプlのウィーンフィルター，もう1つは曲がりを持たせた電場と

均一磁場を組み合わせることによってx,y両方向に方向収束性を実現させ
るタイプ2のウィーンフィルターである。イオン光学系は図4-5のようにな

る。

第2章で求めた計算結果をもとにウィーンフィルターを含むイオン光学

系のマトリクスが計算された[11]。しかし，この計算では電場と磁場の端
縁場を別々に計算している。つまりPlからP2およびP3からP4への変換で電
場の端縁場と磁場の端縁場の2つのマトリクスが使われている。そこで近

似の次数が3次から2次に低下するが重畳場の端縁場をより正確に計算する

ため，第3章で求めた計算結果を利用し，端縁場を1つのマトリクスにして

計算した。ただし定数は

Ze=0, lM=I:W(=-0.0121, IM2=W=-0=0103, lM=IM[=-0.011

イオンの条件は

|α01≦0.005rad , |601≦0.005rad , |61≦0.05%                        (4-4)

Poでのスリット幅はx,y方向ともに0.001mとする。
Pfにおけるxf,  yfを

Xf =Axxo+Aaa0+ヘ△v+Aaaα:+Ac(6do6+A6862 +Ayyy;+Aypy｡60 + A卵β:  (4-5)
yf =Ayy｡ +Aββ0 +AycuyoUo +Ay6yo6+Aβαβodo +Ap6606                                (4-6)

とおくと係数は表4-2,3のようになる。

それぞれのタイプのイオン光学系が作る像を図4 -6に示す。図から明ら

かにa(タイプ1)とb(タイプ2)では収束のしかたが異なる。よって用途に応

じてウィーンフィルターのタイプを選択すればよい。

(4-3）
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(x0, q0, y0, 60)

／Po
＜

ダ ヒ

P1 P2

L
陶 匡 ’

Lw

P3

Po (x0, q0, y0, 60)
↓入射側の自由空間

P｣ (x,, u,, y,, 6,)    
↓ 入射側の端縁場

P2 (x2, q2, y2, 62)
↓ ウ ィ ーン フ ィ ル タ ー

P3 (x3, q3, y3, 63)
↓ 出射側の端縁場

P4 (x4' q4' y4' 64)
↓出射側の自由空間

Pf (xf, qf, yf, 6f)

(Xf, qf,yf, 6f)

P4

へ

周 ぞ＝

図4-5：ウィーンフィルターのイオン光学系(Lw=1.0m, L=1.92Lw)

L

f

伝
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表4-2：タイプlのウィーンフィルターの係数

表4-3：タイプ2のウィーンフィルターの係数

へ

56

へ

I

今回 文献[11］ 今回 文献[11］

Aェ -1．034 -1．000 Ay 0．997 -1．050

Aa -0．084 0．000 Aβ 4．827 4．950

Av 2．085 2．094 Ayq 4．95 4．98

Aaa -26．12 -25．38 Ay6 -0．81 -0．82

Aα6 8．58 8．42 Aβa 13．60 13．60

A66 -0．90 -0．92 Aβ6 -2．27 -2．32

Avv
プ ゴ

1．03 1．03

Ay6 4．95 4．95

Aββ 5．16 5．15

今回 文献[11］ 今回 文献[11］

Ax -1．036 -1．000 Ay -1．070 -1．002

Aa -0．088 0．000 Aβ -0．174 0．006

AI, 2．990 3．002 Ayq 3．84 3．86

Aaa -45．67 -43．13 Ay6 0．79 0．77

Aα6 12．48 12．34 Aβa 9．54 9．42

A66 -0．98 -1．01 Aβ6 1．13 -10．52

A)d, 0．57 0．60

Ay6 3．88 3．97

Aββ 4．76 4．81



一

〃

へ

X a

図4-6：ウィーンフィルターの作る像
(x軸,y軸の幅はともに0.02m)
a :タイプ1, b :タイプ2

X b
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第 5 章 ま と め

第2章では相対論的影響を考慮したエネルギー保存則とフェルマーの変

分原理を出発点にして運動方程式を導き，それを係数比較法とラプラス変

換法を使い，逐次近似によって水平(x) ,垂直(y)両方向に3次近似まで解
いた。さらに方程式の解をマトリクスと呼ばれる形式で表現し，計算する

ことを容易にした。こうして重畳場の理想場の3次近似軌道計算を行うこ

とができた。

第3章では荷電粒子の従う運動方程式を立て，これを直接積分して解を
積分の形式で表した。これに端縁場の分布を代入し，積分を繰り返して逐

次近似でx,y両方向に2次近似までの解を求め，端縁場の軌道を得た。さ
らに計算しやすくするため，端縁場による軌道の変化を理想境界と呼ばれ

る仮想的な面での不連続的な変化に集約した。これを端縁場の入射，出射

双方についてマトリクスで表した。こうして重畳場の端縁場の2次近似軌

道計算を行うことができた。参考とした[10]との間でマトリクス要素の一
部に違いが見られるが，この違いの本質的原因を解明することができな

かった。

第2章，第3章での計算結果を例示するため第4章で90度磁場，ウィーン

フィルタそれぞれについて計算をして収差の係数を求め，検出器の位置に

イオンがつくる像を示した。

本研究では重畳場の端縁場は2次までしか計算が行われていないため，
端縁場の影響を考慮するとイオン光学系の3次の収差の係数を求めること

はできない。したがって3次の収差の係数を計算するために重畳場の端縁

場の3次計算をすることが今後の課題である。

一般に計算の次数を上げると微小な量(x, q, y, 6, Y, 6)の組み合わせが
増えることにより項数が増大する（(2-57)～(2-68)参照)。例えば2次項では
x , yそれぞれ13個 , 8個だったのが3次では32個 , 24個になる。さらにそれ

ぞれの項の係数もより複雑になる。端縁場の場合これよりは項数が少なく

て済むが，場の積分に関係する問題がある。2次では(3-55)の程度であるが
次数があがるとBやEを含む定積分の数が増加し，複雑となる。よって重畳
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場の端縁場の3次項を計算するためには多数現れる積分を処理しなければ

ならない。磁場あるいは電場単独の端縁場の3次計算はすでに水平方向に

ついて行われている[7-9]。

また第3章では磁場に直角方向に入射(出射）しているものとして計算し

ている。しかし，イオンの中心軌道に対して磁場の境界を斜めにすること

によって高性能を実現しているイオン光学系があるので，より一般的な斜

め入射に対応した計算を行うことが必要である。

この研究を遂行するにあたり，ご指導していただいた大阪大学理学部の
松尾武清教授に深く感謝いたします。またイオン光学の計算および質量分

析の基本的諸問題について議論し，ご指導いただいた桜井達先生，伊藤啓

行先生，木村正広先生に深く感謝いたします。
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